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ABSTRACT 
   
To analyze complex and large structures, there are difficulties on analizing the whole complete 
structure regarding the limited computer memories, a large degree of freedom requires a long 
execution time. In practical term, the analysis of the overall structure is also not efficient. If there 
is any changes to one component of the structure, it must be re-analyzed as a whole complete 
structure. By using substructure analysis, the analysis of complex and large structure become 
more efficient and pratical. In this paper will be disscussed the application of substructure 
analysis of disc-bladed rotor. 
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PEMODELAN DINAMIKA ROTOR 
PADA TURBIN 
 
Pengaruh terbesar terhadap kinerja 
turbin terletak pada sudunya, sudut orientasi 
sudu juga berpengaruh terhadap karakteristik 
dinamiknya. Pemodelan turbin dapat dibagi 
dalam beberapa elemen dasar yang terdiri dari 
poros, piringan (disk), sudu turbin, bantalan 
dan penyekat. Massa ketidak seimbangan juga 
harus diperhitungkan , karena ini adalah 
sesuatu yang tidak dapat dihindari.  Untuk 
mendapatkan persamaan – persamaan umum 
rotor  diambil beberapa asumsi yaitu, poros 
dan sudu dianggap sebagai benda elastis, 
sedangkan piringan dianggap sebagai benda 
kaku. Sedangkan persamaan Lagrange yang 
digunakan untuk mendapatkan persamaan 
gerak untuk piringan dan massa tidak 
seimbang adalah : 
d
dt
∂T
∂ !qi
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∂T
∂qi
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∂qi
= Fqi   (1) 
dimana i ( 1 < i < N ) adalah jumlah derajat 
kebebasan , qi adalah koordinat umum yang 
independen, Fqi adalah gaya-gaya luar yang 
digeneralisasi. 
 
 
 
 
 
PEMODELAN ELEMEN-ELEMEN 
TURBIN 
 
Piringan 
Piringan diasumsikan sebagai benda 
kaku sehingga karakteristik dinamik hanya  
dipengaruhi oleh energi kinetiknya. Ro ( 
X,Y,Z) adalah koordinat referensi dan R(x,y,z) 
adalah koordinat piringan. Koordinat sistem 
xyz dihubungkan ke koordinat sistem XYZ 
melalui sudut ψ, θ dan φ . 
Dengan menggunakan Persamaan (1) 
kecepatan sudut piringan adalah:  
ωx =− !ψ cosθ sinϕ+ !θ cosϕ
ωy = !ϕ+ !ψ sinθ
ωz = !ψ cosθ cosϕ+ !θ sinϕ
  (2) 
Pada Gambar 1 komponen u,v dan w adalah 
koordinat pusat massa piringan O terhadap 
pusat koordinat R0,  sebagai tambahan massa 
dari piringan adalah MD dan tensor dari 
momen inersianya adalah : 
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0 IDy 0
0 0 IDz
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Gambar 1. Kerangka Acuan Piringan Pada 
Poros Fleksibel 
 
Persamaan energi kinetik dari piringan adalah
TD = 12MD !u2 + !v2 + !w2( )+ 12 IDx !θ 2 + !ψ 2( )   
       + 12 IDy Ω2 +2Ω !ψθ( )  
(4) 
dimana IDY Ω2/2 adalah konstan sehingga tidak 
mempunyai pengaruh pada Persamaan (4). 
Sedangkan derajat kebebasan pada piringan 
adalah 5 sedangkan suku terakhir pada 
Persamaan (4) menunjukkan efek giroskopik. 
Dengan menerapkan persamaan 
Lagrange pada Persamaan (4) akan diperoleh 
d
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 (5) 
dimana MD adalah massa piringan. 
Sudu 
Sudu pada turbin adalah komponen yang 
sangat mempengaruhi kinerja dan  
karakteristik dinamik, seperti frekuensi pribadi 
dan karakteristik getaran akibat aliran 
(aeroelastisitas). Sudu dimodelkan sebagai 
elemen beam dengan  6 derajat kebebasan 
seperti ditunjukkan pada Gambar 2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 2. Piringan  dengan sudu turbin 
 
Bentuk umum persamaan getaran bebas sudu 
adalah : 
0qKqCqM bbb =++ !!!     (6) 
sedangkan matriks massa sudu [1] adalah : 
[ ] [ ] [ ]∫ρ=
v
T
b dvNNM      (7) 
dimana [N] adalah fungsi bentuk pada elemen 
beam sebagai berikut [1] : 
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(8) 
dimana : 
a1 = 1- ζ                       a2 =  ζ   
b1 = 1- 3ζ2 + 2 ζ3          b2 = L( ζ- 2ζ2 + ζ3 )   
b3 =  3ζ2 - 2 ζ3   b4 = L( -ζ2 + ζ3 )       
b5 = 1- 3ζ2 + 2 ζ3           b6 = L ( -ζ+ ζ2 - ζ3 )  
b7 =  3ζ2 - 2 ζ3   b8  = L (-ζ2 + ζ3 ) 
( )21 L
6c ζ+ζ−=   22 341c ζ+ζ−=    
13 cc −=                        
2
4 32c ζ+ζ−=
15 cc =                          26 cc =  
57 cc −=                 48 cc =  
 
L
x
=ζ  
Sedangkan matriks redaman terdiri dari  
matriks redaman struktural dan matriks 
redaman efek giroskopik [1]: 
Cb[ ]= N[ ]
T
µ{ } N[ ]dv
v
∫ + ρ N[ ]T Ωon#$ %&( ) N[ ]dv
v
∫
 
(9) 
pada kasus sudu turbin dianggap kecepatan 
Ωon adalah konstan dan efek redaman struktur 
diabaikan. Sedangkan matriks kekakuan 
terdiri dari  matriks kekakuan statik dan 
matriks kekakuan dinamik [1] : 
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[ ] [ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ]
[ ] [ ]ds
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KK
dvNNKK
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ΩΩ+Ωρ+= ∫ !  
  (10) 
karena adanya sudut orientasi sudu α maka 
matriks redaman harus ditransformasikan 
dengan  matrik transformasi : 
Sα =
Tα 0 0 0
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Sedangkan matriks transformasi sudu yang 
bersesuaian dengan sudut ϕi  adalah 
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dimana   
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maka matriks transformasi formasi untuk sudu 
adalah     Sb = Sϕ Sα  maka matriks massa, 
redaman dan kekakuan elemen sudu adalah : 
 
[ ] [ ] [ ][ ]bbTbeb SMSM =     (14) 
[ ] [ ] [ ][ ]bbTbeb SCSC =     (15) 
[ ] [ ] [ ][ ]bbTbeb SKSK =     (16) 
Poros 
Poros pada sistem turbin dimodelkan 
sebagai elemen beam. Dalam menurunkan 
matriks massa, redaman, dan kekakuan adalah 
sama seperti halnya mencari matriks massa, 
redaman dan kekakuan pada sudu , dengan 
menggunakan Persamaan (16) sampai 
Persamaan (18). 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 3. Koordinat perpindahan pada poros 
Ketidak Seimbangan Massa 
Ketidakseimbangan massa didefinisikan 
dengan massa mu yang terletak pada jarak d 
dari pusat geometris dari shaft. 
 
Gambar 4. Ketidakseimbangan Massa 
 
Koordinat dari massa takseimbang 
OD=
u+d sinΩt
kons tan
w+d cosΩt
         (17) 
dimana  
dt
ODdV = maka energi kinetik dari 
massa takseimbang adalah : 
Tu = 12mu( !u2 + !w2 +Ω2 d 2 +2Ωd !u cosΩt   
       −2Ω !w d sinΩt)  
 (18) 
Dengan menggunakan persamaan Lagrange 
pada Persamaan  (18) akan didapatkan : 
d
dt
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dimana q = [ u, w ]t, Sehingga komponen gaya 
tak seimbang  adalah : 
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PENERAPAN METODE SUBSTRUKTUR 
PADA SISTEM ROTOR 
 
Dengan menyusun kembali persamaan gerak 
untuk sistem rotor seperti ditunjukkan pada 
Persamaan (6) yaitu dengan memisahkan node 
internal dan node perbatasan, didapatkan : 
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JURNAL ILMIAH TEKNIK MESIN CYLINDER, Vol. 1 No. 1, April 2014: 41-48 
 
 44 
Dimana 
!
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&
=
q
q
p
! . ka node pada perbatasan 
ditahan, maka didapatkan persamaan getaran 
bebas pada koordinat interior sebagai berikut  : 
0pBpA iiiiii =+!              (22) 
dari Persamaan (21)  didapatkan vektor eigen 
kanan , sedangkan vektor eigen kiri diperoleh 
dengan mentranspose tiap-tiap suku pada 
Persamaan (21), dimana vektor eigen kiri dan 
kanan memenuhi persamaan berikut : 
ΨL
T Aii ΨR = I    (23) 
ΨL
T Bii ΨR  = Λ     (24) 
dimana : 
ΨL = Vektor eigen kiri 
ΨR  = Vektor eigen kanan 
 Λ  = Matriks diagonal nilai eigen 
 
Dimana persamaan keadaan (state equation) 
adalah : 
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atau   { } [ ]{ } [ ]{ }ηΨpβp Rji +=   (26) 
dimana [ ] !
"
#
$
%
&
=
ij
ij
φ0
0φ
β  maka transformasi 
secara lengkap adalah : 
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Jika kita gunakan vektor eigen kiri untuk 
mendapatkan matriks transformasi maka 
didapatkan : 
[ ] !
"
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&
=
0I
Ψβ
ΨΦ LL      (28) 
Lalu dengan mensubstitusikan   Persamaan  
(25)  pada Persamaan  (23) kemudian  
persamaan tersebut dikalikan  [ ]LΨΦ akan 
diperoleh : 
[ ]{ } [ ]{ } ( )ZξBξA =+!      (29) 
 
dimana : 
     [ ] [ ] [ ][ ]RTL ΨΦAΨΦA =    (30) 
[ ] [ ] [ ][ ]RTL ΨΦBΨΦB =    (31) 
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SUBSTRUKTUR PADA TURBIN YANG 
BERPUTAR 
 
Turbin yang akan dibahas adalah turbin 
1 tingkat dengan 4 dan 6 buah sudu, elemen –
elemen turbin terdiri dari poros, bantalan, 
piringan dan sudu, poros dibagi menjadi 7 
buah elemen dimana tiap-tiap node memiliki 6 
derajat kebebasan, 3 arah translasi dan 3 arah 
rotasi, piringan diasumsikan sebagai benda 
tegar dan sudu dibagi menjadi 2 elemen. 
Pembagian substruktur dengan menganggap 
poros dan piringan sebagai substruktur 1. 
Sedangkan karakteristik elemen pada rotor 
sebagai berikut : 
 
Piringan 
• Jari-jari luar disk 1  Rd1 = Rd2 =  0.1 m 
• Modulus Elastisitas E = 2 1011  N/m2 
• tebal  h1 = h2 =0.04 m  
• massa jenis ρ=7800 kg/m3   
 
Poros 
• Jari-jari = 0.05 m     
• Rasio Poisson  ν = 0.3 
• panjang L = 1.2 m 
 
Sudu 
• IX =   5.2670 10-8 m     
• Panjang sudu =0.1 m 
• IYY = 6.7 10-10 m  
• IZZ =  5.2 10-8 m 
• Sudut orientasi =300 
 
Substruktur Pada Turbin  
 
1. Substruktur Pada Turbin Dengan 4 
Sudu 
 
Dari hasil perhitungan pada Tabel 1 hingga 
Tabel 3 dapat digambarkan diagram Campbell 
untuk sistem poros-rotor-disk dengan 4 sudu 
yang ditunjukkan pada Gambar 5. 
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Tabel 1. Frekuensi Pribadi  Dalam  Keadaan Diam 
  Frekuensi Pribadi Kesalahan (% ) 
Mode           (Hz)      
 MEH P=48 P=42 P=38 P=48 P=42 P=38 
1 189.07 188.27 190.35 187.49 -0.43 0.67 -0.84 
2 191.30 191.11 190.66 190.57 -0.10 -0.33 -0.38 
3 512.47 512.51 512.40 512.51 0.01 -0.01 0.01 
4 512.98 512.96 512.99 512.97 0.00 0.00 0.00 
5 513.25 513.28 513.26 513.27 0.01 0.00 0.00 
6 513.29 513.31 513.28 513.29 0.00 0.00 0.00 
7 534.12 532.94 534.51 532.75 -0.22 0.07 -0.26 
8 552.22 551.92 551.22 551.23 -0.05 -0.18 -0.18 
9 754.65 752.08 765.84 743.34 -0.34 1.48 -1.50 
10 779.95 779.67 774.83 774.87 -0.04 -0.66 -0.65 
11 1203.83 1204.42 1202.58 1202.15 0.05 -0.10 -0.14 
12 1377.77 1377.61 1376.79 1376.58 -0.01 -0.07 -0.09 
13 1381.30 1381.26 1382.90 1412.78 0.00 0.12 2.28 
14 1414.65 1414.23 1412.80 1418.05 -0.03 -0.13 0.24 
15 1548.32 1537.55 1566.52 1531.32 -0.70 1.18 -1.10 
  
Tabel 2. Frekuensi Pribadi  Dalam  Keadaan Berputar 4000 rpm 
  Frekuensi Pribadi            Kesalahan (% )  
Mode        (Hz)      
 MEH P=48 P=42 P=38 P=48 P=42 P=38 
1 146.39 145.83 147.16 145.41 -0.39 0.52 -0.67 
2 227.05 226.09 226.71 225.88 -0.42 -0.15 -0.52 
3 478.88 478.49 478.91 477.73 -0.08 0.01 -0.24 
4 508.61 508.61 508.61 508.61 0.00 0.00 0.00 
5 508.88 508.88 508.88 508.88 0.00 0.00 0.00 
6 509.51 509.50 509.51 509.48 0.00 0.00 -0.01 
7 509.61 509.60 509.61 509.60 0.00 0.00 0.00 
8 605.41 604.43 604.67 604.34 -0.16 -0.12 -0.18 
9 713.74 707.30 720.05 703.97 -0.90 0.88 -1.37 
10 821.97 814.91 822.62 815.31 -0.86 0.08 -0.81 
11 1200.41 1201.01 1199.01 1198.83 0.05 -0.12 -0.13 
12 1339.21 1339.18 1338.39 1337.29 0.00 -0.06 -0.14 
13 1380.96 1380.96 1382.72 1418.00 0.00 0.13 2.68 
14 1456.21 1455.35 1454.28 1454.78 -0.06 -0.13 -0.10 
15 1507.51 1496.47 1518.15 1492.82 -0.73 0.71 -0.97 
 
 
 
Tabel 3. Frekuensi Pribadi  Dalam  Keadaan Berputar 8000 rpm 
  Frekuensi Pribadi  Kesalahan (% ) 
Mode          (Hz)      
 MEH P=48 P=42 P=38 P=48 P=42 P=38 
1 95.73 95.55 96.72 95.11 -0.19 1.03 -0.65 
2 256.25 256.02 254.86 255.10 -0.09 -0.54 -0.45 
3 416.85 416.69 417.17 415.72 -0.04 0.08 -0.27 
4 495.27 495.27 495.27 495.27 0.00 0.00 0.00 
5 495.54 495.54 495.54 495.54 0.00 0.00 0.00 
6 495.70 495.70 495.70 495.70 0.00 0.00 0.00 
7 497.55 497.51 497.54 497.51 -0.01 0.00 -0.01 
8 661.78 659.75 663.23 653.15 -0.31 0.22 -1.30 
9 668.57 666.15 675.20 666.18 -0.36 0.99 -0.36 
10 875.56 867.85 876.04 869.00 -0.88 0.05 -0.75 
11 1187.27 1187.95 1185.29 1185.86 0.06 -0.17 -0.12 
12 1293.80 1293.69 1293.84 1291.41 -0.01 0.00 -0.18 
13 1380.93 1380.93 1382.69 1417.96 0.00 0.13 2.68 
14 1451.64 1445.73 1465.30 1436.89 -0.41 0.94 -1.02 
15 1512.50 1511.35 1509.71 1511.22 -0.08 -0.18 -0.09 
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Gambar 5. Diagram Campbell untuk sistem poros-rotor-piringan dengan 4 sudu 
 
 
2. Substruktur Pada Turbin Dengan 6 Sudu 
 
 
Tabel 4. Frekuensi Pribadi  Dalam Keadaan Diam 
Mode 
Frekuensi Pribadi     (Hz) Kesalahan (% ) 
MEH P=48 P=42 P=38 P=48 P=42 P=38 
1 188.37 188.27 187.73 186.88 -0.05 -0.34 -0.79 
2 188.89 189.61 190.19 190.22 0.38 0.69 0.70 
3 500.84 501.29 512.88 511.72 0.09 2.40 2.17 
4 512.98 509.18 513.27 512.97 -0.74 0.06 0.00 
5 513.00 512.93 513.30 513.27 -0.01 0.06 0.05 
6 513.26 513.25 513.38 513.30 0.00 0.02 0.01 
7 513.30 513.30 513.89 513.37 0.00 0.12 0.01 
8 513.38 513.47 518.33 513.72 0.02 0.96 0.07 
9 537.64 537.03 549.61 543.35 -0.11 2.23 1.06 
10 574.20 576.72 582.63 569.98 0.44 1.47 -0.74 
11 759.96 759.53 702.26 752.56 -0.06 -7.59 -0.97 
12 774.68 775.65 758.72 771.20 0.13 -2.06 -0.45 
13 1319.59 1317.37 1323.00 1356.90 -0.17 0.26 2.83 
14 1375.91 1375.86 1379.48 1418.30 0.00 0.26 3.08 
15 1414.12 1414.42 1414.03 1420.76 0.02 -0.01 0.47 
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Tabel 5. Frekuensi Pribadi  Dalam  Keadaan Berputar 4000 rpm 
  Frekuensi Pribadi  Kesalahan (% ) 
Mode          (Hz)      
 MEH P=48 P=42 P=38 P=48 P=42 P=38 
1 146.26 145.85 146.77 145.54 -0.28 0.35 -0.50 
2 225.46 224.76 225.18 224.60 -0.31 -0.12 -0.38 
3 482.61 482.31 482.66 481.76 -0.06 0.01 -0.18 
4 508.50 508.50 508.50 508.50 0.00 0.00 0.00 
5 508.85 508.85 508.85 508.85 0.00 0.00 0.00 
6 508.94 508.94 508.94 508.94 0.00 0.00 0.00 
7 508.94 508.94 508.94 508.94 0.00 0.00 0.00 
8 509.78 509.76 509.78 509.74 0.00 0.00 -0.01 
9 510.03 510.02 510.03 510.02 0.00 0.00 0.00 
10 609.46 608.68 608.98 608.63 -0.13 -0.08 -0.14 
11 713.38 708.83 717.45 706.30 -0.64 0.57 -0.99 
12 821.74 816.53 821.78 816.87 -0.63 0.00 -0.59 
13 1304.36 1305.02 1302.63 1303.73 0.05 -0.13 -0.05 
14 1376.90 1376.90 1379.09 1420.66 0.00 0.16 3.18 
15 1446.17 1445.81 1444.86 1445.00 -0.02 -0.09 -0.08 
  
Tabel 6. Frekuensi Pribadi  Dalam  Keadaan Berputar 8000 rpm 
  Frekuensi Pribadi  Kesalahan (% ) 
Mode          (Hz)      
 MEH P=48 P=42 P=38 P=48 P=42 P=38 
1 95.41 95.18 96.46 95.10 -0.24 1.10 -0.32 
2 253.93 252.77 251.14 251.63 -0.46 -1.10 -0.91 
3 416.51 421.01 422.53 421.16 1.08 1.45 1.12 
4 494.97 495.19 495.29 495.29 0.04 0.07 0.07 
5 495.44 495.54 495.48 495.54 0.02 0.01 0.02 
6 495.58 495.58 495.55 495.58 0.00 -0.01 0.00 
7 495.72 495.80 495.58 495.69 0.02 -0.03 -0.01 
8 496.09 497.67 496.13 496.36 0.32 0.01 0.05 
9 501.06 501.69 501.82 497.19 0.13 0.15 -0.77 
10 646.17 649.08 658.54 653.36 0.45 1.91 1.11 
11 675.26 667.17 675.11 670.53 -1.20 -0.02 -0.70 
12 877.79 862.69 876.33 862.96 -1.72 -0.17 -1.69 
13 1219.08 1234.17 1215.29 1210.83 1.24 -0.31 -0.68 
14 1376.80 1376.79 1379.04 1420.67 0.00 0.16 3.19 
15 1475.22 1453.87 1455.82 1445.24 -1.45 -1.31 -2.03 
 
Dari hasil perhitungan pada Tabel 4. hingga Tabel 6. dapat digambarkan diagram Campbell untuk 
sistem poros-rotor-disk dengan 6 sudu. 
 
Gambar 6. Diagram Campbell untuk sistem poros-rotor-piringan dengan 6 sudu 
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Dari tabel di atas terlihat bahwa perhitungan 
dengan menggunakan substruktur mendekati 
hasil perhitungan dengan menggunakan 
metode elemen hingga. 
 
KESIMPULAN 
Dari studi kasus yang telah dilakukan 
pada bab sebelumnya, maka dapat diambil 
beberapa kesimpulan sebagai berikut : 
1. Analisis dinamik dengan menggunakan 
metode substruktur dapat memberikan 
hasil yang sangat memuaskan dengan 
tingkat kesalahan absolut kurang dari       5 
%. 
2. Dengan menggunakan metode substruktur 
waktu yang digunakan dalam analisis lebih 
singkat dibandingkan dengan 
menggunakan metoda elemen hingga. 
3. Dengan menggunakan metoda substruktur 
maka modifikasi salah satu komponen 
dalam suatu struktur tidak perlu dilakukan 
secara keseluruhan.  
4. Semakin banyak jumlah sudu maka 
frekwensi pribadinya juga bertambah 
banyak. 
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